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数列二级结论（附证明） 

数列 
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等差数列 

已{𝑎𝑛}知是一个等差数列，其公差为𝑑，首项为𝑎1，其前𝑛项和为𝑆𝑛 =
𝑑

2
𝑛2 + (𝑎1 −

𝑑

2
)𝑛，那么：  

① 取定𝑛0, 𝑘 ∈ 𝑁∗，则其子列{𝑎𝑛0+𝑛𝑘} = 𝑎𝑛0+𝑘, 𝑎𝑛0+2𝑘, 𝑎𝑛0+3𝑘, ⋯也为等差数列，其公

差为𝑘𝑑 。（等距子列） 

② 当𝑎1 > 0, 𝑑 < 0时，其前𝑛项和𝑆𝑛在𝑛 = [−
𝑎1

𝑑
] + 1处取到最大值；当𝑎1 < 0, 𝑑 > 0

时，其前𝑛项和在𝑛 = [−
𝑎1

𝑑
] + 1处取到最小值。其中[𝑥]是取整函数，表示不超过𝑥

的最大整数。 
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③ 前𝑛项中奇数项和记作𝑆𝑜𝑑𝑑，前项中偶数项和记作𝑆𝑒𝑣𝑒𝑛,则：当𝑛为偶数时𝑆𝑒𝑣𝑒𝑛 −

𝑆𝑜𝑑𝑑 =
1

2
𝑛𝑑，当 n 为奇数时𝑆𝑜𝑑𝑑 − 𝑆𝑒𝑣𝑒𝑛 = 𝑎𝑛+1

2

，。 

④ 若{an}, {bn}均是等差，其前 n 项和分别为Sn, Tn，则{λan + μbn}(λ, μ ∈ R)

仍成等差，
an

bn
=

S2n−1

T2n−1
。 

⑤ 依次 k 项和成等差数列，即Sk, S2k − Sk, S3k − S2k, ⋯ 成等差数列，且公差为k2d。 

⑥ {
Sn

n
} 也是等差数列，首项为a1，公差为

d

2
。 

⑦ an =
S2n−1

2n−1
。 

⑧ 项数为偶数 2n 的等差数列{an}，有S2n = n(an + an+1)；S偶 − S奇 = nd； 
S奇

S偶
=

an

an+1
。 

⑨ 项数为奇数 2n − 1 的等差数列{an}，有S2n−1 = (2n − 1)an；S奇 − S偶 = an； 
S奇

S偶
=

n

n−1
。 

⑩  若an = m, am = n(m ≠ n)，则am+n = 0 

⑪ 若Sn = 𝑚, Sm = 𝑛(m ≠ n)，则Sm+n = −(𝑚 + 𝑛)。 

⑫ 若Sm = Sn(m ≠ n)，则Sm+n = 0。。 

证明（部分）： 

① 令𝑏𝑛 = 𝑎𝑛0+𝑛𝑘，则当𝑛 ≥ 1时有:𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛 = 𝑎𝑛0+(𝑛+1)𝑘 − 𝑎𝑛0+𝑛𝑘 =

[𝑎1 + (𝑛0 + (𝑛 + 1)𝑘 − 1)𝑑] − [𝑎1 + (𝑛0 + 𝑛𝑘 − 1)𝑑] = 𝑘𝑑. 该性质得证。 

② 对于𝑎1 > 0, 𝑑 < 0的情形：记𝑛0 = [−
𝑎1

𝑑
] + 1，由𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑得，当𝑛 ≤ 𝑛0

时有𝑎𝑛 < 0。由𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 = 𝑎𝑛(𝑛 ≥ 2)，可知在𝑛 ≤ 𝑛0时𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 ≥ 0；在𝑛 ≥

𝑛0 + 1时，𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 < 0。因而：𝑆1 < 𝑆2 < ⋯ < 𝑆𝑛0−1 ≤ 𝑆𝑛0
; 𝑆𝑛0

> 𝑆𝑛0+1 >

𝑆𝑛0+2 > ⋯即其前𝑛项和𝑆𝑛有最大值𝑆𝑛0
。𝑎1 < 0, 𝑑 > 0的情形下类似可得。该性质

得证。 

③  

④ 设{aₙ}公差 d₁，{bₙ}公差 d₂。cₙ = λaₙ + μbₙ，cₙ₊₁ − cₙ = λ(aₙ₊₁ − aₙ) + μ(bₙ₊₁ −



4 

 

bₙ) = λd₁ + μd₂。故{cₙ}是公差为 λd₁ + μd₂的等差数列。S₂ₙ₋₁ = (2n −

1)aₙ，T₂ₙ₋₁ = (2n − 1) bₙ。
S₂ₙ₋₁ 

T₂ₙ₋₁
=

(2n−1)aₙ

(2n−1)bₙ
=

aₙ

bₙ
。 

⑤  

⑦ 由等差数列性质：前 2𝑛 − 1 项的和𝑆2𝑛−1等于项数 ×    

中间项，其中第𝑛项为中间项，即：𝑆2𝑛−1 = (2𝑛 − 1) ⋅ 𝑎𝑛；移项即证 

⑧ I. S₂ₙ = (a₁ + a₂ₙ) + (a₂ + a₂ₙ₋₁)+ . . . +(aₙ + aₙ₊₁)，在等差数列中，有 aₖ +

a₂ₙ₋ₖ₊₁ = a₁ + a₂ₙ (常数)。观察发现，每一对的和都相等，且aₙ +

aₙ₊₁恰好是正中间的一对。因此，S₂ₙ = n × (aₙ + aₙ₊₁)。 

II. 将偶数项和奇数项一一对应相减：(𝑎₂ − 𝑎₁)  + (𝑎₄ − 𝑎₃) + . . . + (𝑎₂ₙ − 𝑎₂ₙ₋₁)，

每一项的差都等于公差 𝑑。共有 n 对，所以 𝑆偶 − 𝑆奇 = n × 𝑑。 

III. 奇数项：a₁, a₃, . . . , a₂ₙ₋₁，共 n 项。这是一个以 a₁ 为首项，2d 为公差的等差数

列。其最后一项 a₂ₙ₋₁ = a₁ + (n − 1)(2d)。因此，S奇 =
n

2
× (a₁ + a₂ₙ₋₁) =

n

2
× [a₁ + a₁ + (n − 1)(2d)] =

n

2
× [2a₁ +  2(n − 1)d] = n × [a₁ + (n − 1)d] =

n × aₙ。 

偶数项：𝑎₂, 𝑎₄, . . . , 𝑎₂ₙ，共 𝑛 项。这是一个以𝑎2为首项，2𝑑为公差的等差数列。

其最后一项 𝑎2𝑛 = 𝑎2 + (𝑛 − 1)(2𝑑) = (𝑎1 + 𝑑) + (𝑛 − 1)(2𝑑) = 𝑎1 + (2𝑛 − 1)𝑑。

因此，𝑆偶 =
n

2
× (𝑎₂ +  𝑎₂ₙ) =

n

2
× [(𝑎₁ + 𝑑) + (𝑎₁ + (2𝑛 − 1)𝑑)] =

n

2
× [2𝑎₁ +

2𝑛𝑑] = 𝑛 × (𝑎₁ + 𝑛𝑑) = 𝑛 × 𝑎ₙ₊₁。 

所以，
S奇 

𝑆偶
=

 𝑛 𝑎ₙ

𝑛 𝑎ₙ₊₁
=

𝑎ₙ

𝑎ₙ₊₁
 。 

⑨ I. 项数为 2n-1，中间项是第 n 项 aₙ。配对：a₁ + a₂ₙ₋₁ = 2aₙ, a₂ + a₂ₙ₋₂ = 2aₙ, ..., 

aₙ₋₁ + aₙ₊₁ = 2aₙ。共有(n-1)对，每对和为 2aₙ，加上单独的中间项 aₙ。所以 S₂ₙ₋₁ 

= (n-1) × 2aₙ + aₙ = (2n-2)aₙ + aₙ = (2n-1)aₙ。 

II. 奇数项：a₁, a₃, ..., a₂ₙ₋₁（共 n 项），构成以 a₁为首项、2d 为公差的等差数列。

S奇 =
n

2
× (𝑎₁ +  𝑎₂ₙ₋₁)  =

n

2
× (2𝑎ₙ)  =  𝑛 𝑎ₙ 

偶数项：a₂, a₄, ..., a₂ₙ₋₂（共 n-1 项），构成以 a₂为首项、2d 为公差的等差数列。

𝑆偶 =
𝑛−1

2
× (𝑎₂ + 𝑎₂ₙ₋₂) =

𝑛−1

2
×  (2𝑎ₙ)  =  (𝑛 − 1) 𝑎ₙ 

因此S奇 − 𝑆偶 =  𝑛 𝑎ₙ −  (𝑛 − 1) 𝑎ₙ = 𝑎ₙ。 
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III. 由上文，S奇 = n aₙ，𝑆偶 = (n − 1) aₙ（假设 aₙ ≠  0）。所以 
S奇 

𝑆偶
=

 𝑛 𝑎ₙ

(𝑛−1) 𝑎ₙ
 =

n

n−1
。 

⑩ 给定：𝑎𝑛 = 𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑 = 𝑚。𝑎𝑚 = 𝑎1 + (𝑚 − 1)𝑑 = 𝑛。 

将两个方程相减得𝑑(𝑛 − 𝑚) = −(𝑛 − 𝑚)；由于𝑚 ≠ 𝑛，有𝑛 − 𝑚 ≠ 0，所以𝑑 = −1 

代入𝑎𝑛 = 𝑚求得𝑎1 = 𝑚 + (𝑛 − 1)。将(𝑚 + 𝑛)带入，得am+n = 0 

⑪ 由𝑆ₙ =
n

2
 (2𝑎₁ + (𝑛 − 1)𝑑) = 𝑚，𝑆ₘ =

m

2
 (2𝑎₁ + (𝑚 − 1)𝑑) = 𝑛，两式相减得：𝑎1

+
𝑛+𝑚−1

2
𝑑 = −1 ，因此：2𝑎1 + (𝑛 + 𝑚 − 1)𝑑 = −2，故𝑆𝑚+𝑛 =

m+n

2
(2𝑎1 + (𝑛 +

𝑚 − 1)𝑑) = −(𝑚 + 𝑛)。 

⑫ 根据已知条件 𝑆𝑚 = 𝑆𝑛：
𝑚

2
(2𝑎1 + (𝑚 − 1)𝑑) =

𝑛

2
(2𝑎1 + (𝑛 − 1)𝑑) ⇒ 𝑎1 =

−(𝑚+𝑛−1)𝑑

2
，代入𝑆𝑚+𝑛 =

𝑚+𝑛

2
(2𝑎1 + (𝑚 + 𝑛 − 1)𝑑)得Sm+n = 0 

等比数列 

已{𝑎𝑛}知是一个等比数列，其公比为𝑞(q ≠ 0)，首项为𝑎1(𝑎1 ≠ 0)，其前𝑛项和为𝑆𝑛 =

𝑎1(1−qn)

(1−q)
，设A＝ −

𝑎1

1−𝑞
，则Sn＝Aqn－A.即 Sn 是 n 的指数型函数。有： 

① 数列{c ⋅ an}(𝑐 ≠ 0), {|an|}, {an ⋅ bn}, {an
2 }, {

1

an
} 也成等比数列； 

② 数列an, an+k, an+2k, an+3k, ⋯ 是等比数列； 

③ 若𝑚 + 𝑛 = 𝑝 + 𝑞 = 2𝑘, 则am ⋅ an = ap ⋅ aq = ak
2； 

④ 数列Sn, S2n − Sn, S3n − S2n, ⋯ (𝑞 ≠ −1)成等比数列； 

⑤ 当𝑛为偶数时, S偶 = S奇 ⋅ 𝑞；当𝑛为奇数时, S奇 = a1 + S偶 ⋅ 𝑞； 

⑥ 若{cn}是等差数列, 则{acn}(𝑎 ≠ 0)是等比数列； 

⑦ 若{an}是等比数列, 则{loga an}(𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1)是等差数列； 

⑧ Sm+n = Sn + qnSm = Sm + qmSn 

证明（部分）： 

④当公比𝑞 = 1时，此时数列为常数列，前𝑛项和 𝑆𝑛 = 𝑛𝑎1。计算得：Sn = S2n − Sn =

S3n − S2n = ⋯ =  𝑛𝑎1呈公比是 1 的等比数列； 
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当公比𝑞 ≠ 1时，对任意𝑘(𝑘 ≥ 2, 𝑘 ∈ 𝑁∗)利用等比数列前 𝑛项和公式𝑆𝑛 =
𝑎1(1−𝑞𝑛)

1−𝑞
计算

差项： 𝑆(𝑘+1)𝑛 − 𝑆𝑘𝑛 =
𝑎1(1−𝑞(𝑘+1)𝑛)

1−𝑞
−

𝑎1(1−𝑞𝑘𝑛)

1−𝑞
=

𝑎1(𝑞𝑘𝑛−𝑞(𝑘+1)𝑛)

1−𝑞
=

𝑎1𝑞𝑘𝑛(1−𝑞𝑛)

1−𝑞
 

同理𝑆𝑘𝑛 − 𝑆(𝑘−1)𝑛 =
𝑎1𝑞(𝑘−1)𝑛(1−𝑞𝑛)

1−𝑞
，故

𝑆(𝑘+1)𝑛−𝑆𝑘𝑛

𝑆𝑘𝑛−𝑆(𝑘−1)𝑛
= 𝑞𝑛 

又因为易证𝑆2𝑛 − 𝑆𝑛 = 𝑞𝑛𝑆𝑛，且𝑆𝑛, 𝑞𝑛均不为 0，因此，Sn, S2n − Sn, S3n − S2n, ⋯成等

比数列，公比为𝑞𝑛。 

⑤I.当 n为偶数时，设 n=2k（k 为正整数），则前 n 项中S偶 = a₂ + a₄+ . . . +𝑎₂ₖ =

𝑞𝑎₁ + 𝑞𝑎₃+ . . . +𝑞𝑎₂ₖ₋₁ = 𝑞S奇 

II. 当 n为奇数时，设 n=2k+1（k 为非负整数），则前 n 项中S奇 = 𝑎₁ +

𝑎₃+ . . . +𝑎₂ₖ₊₁ = 𝑎₁ + 𝑞𝑎₂ + 𝑞𝑎₄+ . . . +𝑞𝑎₂ₖ = a1 + S偶 ⋅ 𝑞 

⑧当公比 𝑞 = 1时，数列为常数列，前𝑛项和𝑆𝑛 = 𝑛𝑎1。左边：𝑆𝑚+𝑛 = (𝑚 + 𝑛)𝑎1；右

边：𝑆𝑛 + 𝑞𝑛𝑆𝑚 = 𝑛𝑎1 + 1 ⋅ 𝑚𝑎1 = (𝑚 + 𝑛)𝑎1，等式成立。 

当公比 𝑞 ≠ 1时，前𝑛项和公式为𝑆𝑛 =
𝑎1(1−𝑞𝑛)

1−𝑞
。左边：𝑆m+n =

𝑎1(1−𝑞𝑚+𝑛)

1−𝑞
；右边：

𝑆𝑛 + 𝑞𝑛𝑆𝑚 =
𝑎1(1−𝑞𝑛)

1−𝑞
+ 𝑞𝑛 ⋅

𝑎1(1−𝑞𝑚)

1−𝑞
=

𝑎1(1−𝑞𝑚+𝑛)

1−𝑞
，等式成立。 

裂项 

①
1

𝑛(𝑛+1)
=

1

𝑛
−

1

𝑛+1
，通式：

1

𝑛(𝑛+𝑡)
=

1

𝑡
(

1

𝑛
−

1

𝑛+𝑡
) (𝑡 ≠ 0)； 

② 
1

𝑛(𝑛+1)(𝑛+2)
=

1

2
(

1

𝑛(𝑛+1)
−

1

(𝑛+1)(𝑛+2)
)； 

③若数列 na 为等差数列，公差为d ，且 0na  ， 0d  ，则
1

𝑎𝑛𝑎𝑛+1
=

1

𝑑
(

1

𝑎𝑛
−

1

𝑎𝑛+1
) 

④ 
1

4𝑛2−1
=

1

(2𝑛−1)(2𝑛+1)
=

1

2
(

1

2𝑛−1
−

1

2𝑛+1
)，

1

𝑛2−
1

4

=
1

(𝑛−
1

2
)(𝑛+

1

2
)

=
1

𝑛−
1

2

−
1

𝑛+
1

2

； 

⑤ 
2𝑛

(2𝑛−1)(2𝑛+1−1)
=

1

2𝑛−1
−

1

2𝑛+1−1
； 

⑥
2𝑛

(𝑛+1)(𝑛+2)
=

2𝑛

𝑛+1
−

2𝑛

𝑛+2
 

⑦ 
1

√𝑛+1+√𝑛
= √𝑛 + 1 − √𝑛，

1

√𝑛+𝑘+√𝑛
=

√𝑛+𝑘−√𝑛

𝑘
；  
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⑧ 𝑙𝑜𝑔𝑎
𝑛+1

𝑛
= 𝑙𝑜𝑔𝑎(𝑛 + 1) − 𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑛 (𝑎 > 0 且𝑎 ≠ 1)； 

⑨ 
𝑛+1

𝑛2(𝑛+2)2 =
1

4
(

1

𝑛2 −
1

(𝑛+2)2)； 

⑩ 𝑎𝑛 = (𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1) + (𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛−2) + ⋯ + (𝑎2 − 𝑎1) + 𝑎1.  

分母中含𝑛(𝑛 − 𝑏)的在裂项时可尝试待定系数法，见下文“求前𝑛项和”的“裂项相加”一

栏。 

杂项 

一、求通项𝑎𝑛 

 1. 定义法、公式法 

 2. 累加法：形如𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1 = 𝑓(𝑛)(𝑛 ∈ 𝑁∗且𝑛 ≥ 2) 

当𝒏 ≥ 𝟐时，𝑎𝑛 = (𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1) + (𝑎𝑛−1 − 𝑎𝑛−2) + ⋯ (𝑎2 − 𝑎1) + 𝑎1 = ⋯； 

当𝒏 = 𝟏时，𝑎1 = ⋯，（不）满足上式； 

综上，𝑎𝑛 = ⋯ 

 3. 累乘法：形如
𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
= 𝑓(𝑛)(𝑛 ∈ 𝑁∗且𝑛 ≥ 2) 

当𝒏 ≥ 𝟐时，𝑎𝑛 =
𝑎𝑛

𝑎𝑛−1
∙

𝑎𝑛−1

𝑎𝑛−2
∙ ⋯ ∙

𝑎2

𝑎1
∙ 𝑎1 = ⋯； 

当𝒏 = 𝟏时，𝑎1 = ⋯，（不）满足上式； 

综上，𝑎𝑛 = ⋯ 

 4. 已知𝑆𝑛求𝑎𝑛 

当𝒏 ≥ 𝟐时，𝑎𝑛 = 𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 = ⋯； 

当𝒏 = 𝟏时，𝑎1 = 𝑆1，（不）满足上式； 

综上，𝑎𝑛 = ⋯ 

 5. 待定系数法： 

形如𝒂𝒏 = 𝒑𝒂𝒏−𝟏 + 𝒒(𝒏 ∈ 𝑵∗且𝒏 ≥ 𝟐) 

设𝜆，有𝑎𝑛 + 𝜆 = 𝑝𝑎𝑛−1 + 𝑞 + 𝜆，使𝑎𝑛 + 𝜆 = 𝑝(𝑎𝑛−1 +
𝑞+𝜆

𝑝
)，故

𝑎𝑛+𝜆

𝑎𝑛−1+
𝑞+𝜆

𝑝

=

𝑝，所以应有𝜆 =
𝑞+𝜆

𝑝
，解得𝝀 =

𝒒

𝒑−𝟏
。格式上，直接在两边同加𝜆，得到
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𝑎𝑛+𝜆

𝑎𝑛−1+𝜆
= 𝑝后使用累乘法计算{𝑎𝑛 + 𝜆}通项后减𝜆解决 

二、求前𝑛项和𝑆𝑛 

 1. 定义法、公式法 

  等比数列记得讨论𝑞 = 1和𝑞 ≠ 1两种情况 

 2. 倒序相加 

形如𝑎𝑘 + 𝑎𝑛−𝑘+1 = 𝑝(𝑘, 𝑛 ∈ 𝑁∗且𝑘 ≤ 𝑛)则2𝑆𝑛 = (𝑎1+𝑎𝑛) + (𝑎2+𝑎𝑛−1) + ⋯ + 

(𝑎𝑛+𝑎1) = 𝑛𝑝，即𝑆𝑛 =
𝑛𝑝

2
 

3. 错位相减 

有数列{𝑐𝑛}，等差数列{𝑎𝑛}，等比数列{𝑏𝑛}（公比不为 1），满足𝑐𝑛 = 𝑎𝑛𝑏𝑛，

求{𝑐𝑛}前𝑛项和𝑆𝑛。 

设{𝑎𝑛}首项为𝑎，公差为𝑑，则𝑎𝑛 = 𝑎 + (𝑛 − 1)𝑑 

{𝑏𝑛}首项为𝑏，公比为𝑞（𝑞 ≠ 1），则通项为：𝑏𝑛 = 𝑏 ⋅ 𝑞𝑛−1 

因此，𝑐𝑛 = 𝑎𝑛𝑏𝑛 = [𝑎 + (𝑛 − 1)𝑑] ⋅ 𝑏𝑞𝑛−1，错位相减得： 

( ) ( )

 

0 1 2 2 1

1

0 2 2

1

1

2 2

1

2 [ ( 2) ]

)

[ ( 1) ]

( 2) [ (

(

( [ ( 3) ]

(1 )

1
{

1

[

1) ]

( 1) ]

[ ( 1) ]

n n

n

n n

n

n

n

n

n

n

n

n

S

qS baq b a d q d

a

b a n

n

d

S

baq b a d q b a d q b n d q b a n d q

b aq

aq bdq b

n

d

bdq
S

n q b a d q

b q q bdq bdq b a d q

ba b a n d q
q

− −

− −

− −

= + + + + + + + − + + −

+ − + + −

+ + + −

= + + + + + − +

−

−

= + + + −

=
−

+− +






11 )

}
1

nq

q

−−

−

 

4. 裂项相加 

常用结论见裂项篇； 

形如𝒂𝒏 =
𝒇(𝒏)

𝒏(𝒏−𝒃)∙𝒄𝒏或化简后相似的结构可尝试裂项： 

设数列𝑒𝑛满足𝑒𝑛 =
𝜆

𝑛∙𝑐𝑛，列方程𝑒𝑛 − 𝑒𝑛−𝑏 =
𝜆

𝑛∙𝑐𝑛 −
𝜆

(𝑛−𝑏)∙𝑐𝑛−𝑏 =
𝜆

𝑛∙𝑐𝑛 −

𝜆∙𝑐𝑏

(𝑛−𝑏)∙𝑐𝑛=
𝑓(𝑛)

𝑛(𝑛−𝑏)∙𝑐𝑛 = 𝑎𝑛，解得𝜆后用𝑒𝑛 − 𝑒𝑛−𝑏累加得到𝑆𝑛 

5. 分组求和 

 绝对值问题，奇偶问题…… 


